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Mở đầu

Hàm lồi và bất đẳng thức Jensen là các công cụ quan trọng của Giải tích toán

học. Các kết quả về chủ đề này rất sâu sắc và đã tìm được nhiều ứng dụng quan

trọng trong các bài toán quan trọng của Giải tích, Tối ưu và lĩnh vực khác.

Bất đẳng thức là một công cụ toán học để mô tả về các quan hệ thứ tự giữa hai

đối tượng. Chính vì thế các bất đẳng thức luôn đóng những vai trò quan trọng và

cốt yếu trong nhiều lĩnh vực của toán học. Bên cạnh đó, các bất đẳng thức cũng

liên quan rất chặt chẽ đến các bài toán cực trị, một vấn đề toán học luôn được quan

tâm vì ý nghĩa thực tiễn của nó.

Sự mở rộng khái niệm hàm lồi thành các khái niệm khác như hàm nửa lồi, hay

hàm lồi bộ phận, sẽ giúp toán học giải quyết được nhiều vấn đề thực tiễn hơn, vì

nó cho phép người ta nghiên cứu các hàm số nhưng tính chất lồi chỉ đúng một tập

hợp nào đó. Luận văn này có mục đích là nghiên cứu các bất đẳng thức với hàm

lồi bộ phận và ứng dụng. Các vấn đề chính được quan tâm là các hàm nửa lồi và

các mở rộng của bất đẳng thức Jensen cho chúng.

Ngoài các phần Mở đầu, Kết luận, Tài liệu tham khảo, nội dung chính của luận

văn được trình bày trong ba chương như sau:

• Chương 1. Bất đẳng thức với hàm nửa lồi. Mối quan tâm chính của chương

này là các kết quả về bất đẳng thức với hàm nửa lồi. Trước hết chúng tôi

trình bày về hàm lồi và bất đẳng thức Jensen. Sau đó là các kết quả về hàm

nửa lồi và bất đẳng thức Jensen cho hàm nửa lồi. Tài liệu tham khảo chính

của chương này là V. Cirtoaje, A. Baiesu [3] và Z. Pavić [4].
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• Chương 2. Bất đẳng thức với hàm lồi bộ phận. Trong chương này chúng tôi

trình bày về sự mở rộng bất đẳng thức Jensen cho hàm lồi bộ phận và các

áp dụng cụ thể vào một số lớp bài toán bất đẳng thức. Chúng tôi dựa vào tài

liệu V. Cirtoaje [1] để trình bày nội dung chương này.

• Chương 3. Ba mở rộng của Định lý HCF và Định lý PCF. Chương này dành

cho việc trình bày về ba mở rộng của Định lý HCF và Định lý PCF. Sau đó

chúng tôi sẽ minh họa sự mở rộng này bằng một số ví dụ cụ thể. Tài liệu

tham khảo chính của Chương 3 là V. Cirtoaje [2].
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Chương 1

Bất đẳng thức với hàm nửa lồi

Trong chương này, chúng tôi sẽ trình bày về hàm nửa lồi và bất đẳng thức

Jensen cho hàm nửa lồi. Nội dung của chương được trình bày lại kết quả của V.

Cirtoaje, A. Baiesu [3] và Z. Pavić [4] về hàm nửa lồi, bất đẳng thức Jensen cho

hàm nửa lồi và mở rộng bất đẳng thức Jensen có trọng cho hàm nửa lồi.

1.1 Hàm lồi và bất đẳng thức Jensen

1.1.1 Tập lồi và hàm lồi

Trước khi nhắc lại về bất đẳng thức Jensen, chúng tôi nhắc lại về khái niệm

tập lồi trong tập số thực R và hàm lồi xác định trên một tập lồi. Đây là những

khái niệm rất quan trọng trong giải tích và đặc biệt được sử dụng rất nhiều trong

lý thuyết bất đẳng thức.

Định nghĩa 1.1. Một tập con D của tập số thực R được gọi là tập lồi nếu với hai

điểm a,b bất kỳ của D và với mọi λ thỏa mãn 0 6 λ 6 1 ta có λa+(1−λ )b ∈D.

Ta dễ dàng thấy rằng các khoảng có dạng (a,b), (a,+∞), (−∞,b), (a,b], [a,b),

[a,b] hay toàn tập R là những tập lồi trong R.

Định nghĩa 1.2. Cho D là một tập lồi trong R và f : D→ R là một hàm số xác

định trên D. Ta nói f là một hàm số lồi nếu với mọi x,y ∈ D và với mọi số thực
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λ ∈ (0,1) ta có

f (λx+(1−λ )y)6 λ f (x)+(1−λ ) f (y).

Ta có thể dễ dàng kiểm tra được bằng định nghĩa rằng các hàm số bậc nhất,

f (x) = ax+b, với a,b∈R, là những hàm lồi trên R. Bên cạnh định nghĩa của hàm

lồi, chúng ta có một số tiêu chuẩn để kiểm tra tính chất lồi của một hàm số. Chẳng

hạn, ta có mệnh đề sau đây:

Mệnh đề 1.3. Giả sử f : D→R là hàm số liên tục và có đạo hàm đến cấp hai trên

tập lồi D. Khi đó, f là hàm lồi khi và chỉ khi f ′′(x)> 0 với mọi x ∈ D.

Sử dụng tiêu chuẩn này chúng ta dễ dàng kiểm tra được hàm số f (x) = x2 là

một hàm số lồi trên R.

Định nghĩa 1.4. Tổ hợp

c =
n

∑
i=1

pixi

của các điểm xi với các hệ số pi được gọi là tổ hợp affine nếu
n
∑

i=1
pi = 1. Tổ hợp

trên được gọi là tổ hợp lồi nếu nó là tổ hợp affine và pi > 0 với i = 1, ..,n.

Lưu ý rằng nếu D là một tập lồi trong R và c =
n
∑

i=1
pixi là tổ hợp lồi của các

điểm x1, . . . ,xn ∈ D thì c ∈ D và theo bất đẳng thức Jensen ta có

f (c)6
n

∑
i=1

pi f (xi).

Nếu a,b ∈R là hai số thực phân biệt, giả sử a < b, thì mọi số thực x đều có thể

biểu diễn được dưới dạng tổ hợp affine

x =
b− x
b−a

a+
x−a
b−a

b.

Tổ hợp affine này của a và b là tổ hợp lồi khi và chỉ khi x thuộc đoạn [a,b]. Cho

trước hàm số f : R→ R, gọi l[a,b] : R→ R là hàm bậc nhất có đồ thị là đường

thẳng đi qua hai điểm (a, f (a)) và (b, f (b)). Khi đó ta có

l[a,b](x) =
b− x
b−a

f (a)+
x−a
b−a

f (b).
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Nếu f là hàm lồi trên R thì ta có bất đẳng thức

f (x)6 l[a,b](x) nếu x ∈ [a,b]

và

f (x)> l[a,b](x) nếu x 6∈ (a,b).

1.1.2 Bất đẳng thức Jensen

Bất đẳng thức Jensen là một trong những công cụ hữu hiệu trong lý thuyết bất

đẳng thức. Trong mục này, chúng tôi nhắc lại sơ lược về bất đẳng thức Jensen và

một số vấn đề liên quan.

Mệnh đề 1.5. Cho f : D→ R là hàm số xác định và liên tục trên tập lồi D. Khi

đó, các khẳng định sau đây là tương đương:

a) Với mọi n ∈ N, ta có

f (λ1x1 + · · ·+λnxn)6 λ1 f (x1)+ · · ·+λn f (xn),

với mọi x1, . . . ,xn ∈ D và λ1, . . . ,λn ∈ R+ thỏa mãn λ1 + · · ·+λn = 1;

b) Với mọi n ∈ N, ta có

f (r1x1 + · · ·+ rnxn)6 r1 f (x1)+ · · ·+ rn f (xn),

với mọi x1, . . . ,xn ∈ D và r1, . . . ,rn ∈Q+ thỏa mãn r1 + · · ·+ rn = 1;

c) Với mọi n ∈ N, ta có

f
(

x1 + · · ·+ xn

n

)
6

f (x1)+ · · ·+ f (xn)

n
,

với mọi x1, . . . ,xn ∈ D;

d) Với mọi k ∈ N0, ta có

f
(

x1 + · · ·+ x2k

2k

)
6

f (x1)+ · · ·+ f (x2k)

2k ,

với mọi x1, . . . ,x2k ∈ D;
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e) Với mọi x,y ∈ D, ta có

f
(

x+ y
2

)
6

f (x)+ f (y)
2

;

f) Với mọi x,y ∈ D và mọi λ ∈ (0,1), ta có

f (λx+(1−λ )y)6 λ f (x)+(1−λ ) f (y).

Chứng minh. • Trước tiên, ta thấy rằng a)⇒ b)⇒ c)⇒ d)⇒ e) là hiển nhiên;

• b)⇒ a): Giả sử x1, . . . ,xn ∈D và λ1, . . . ,λn ∈R+ thỏa mãn λ1+ · · ·+λn = 1.

Khi đó, tồn tại n dãy số hữu tỷ dương {rk(1)}k∈N, . . . ,{rk(n)}k∈N thỏa mãn

lim
k→+∞

rk( j) = λ j, với ,1 6 j 6 n, và rk(1)+ · · ·+ rk(n) = 1, với mọi k ∈ N.

Theo b) ta có

f (rk(1)x1 + · · ·+ rk(n)xn)6 rk(1) f (x1)+ · · ·+ rk(n) f (xn), với mọi k ∈ N.

Do f là hàm liên tục nên khi cho k→+∞ ta được

f (λ1x1 + · · ·+λnxn)6 λ1 f (x1)+ · · ·+λn f (xn).

• c)⇒ b): Giả sử x1, . . . ,xn ∈ D và r1, . . . ,rn ∈Q+ thỏa mãn r1 + · · ·+ rn = 1.

Khi đó, tồn tại N ∈ N sao cho Nr1, . . . ,Nrn ∈ N. Với mỗi i ∈ {1, . . . ,n}, ta có thể

viết ri =
pi

N
, trong đó pi ∈ N. Do r1 + · · ·+ rn = 1 nên ta có N = p1 + · · ·+ pn. Áp

dụng c), ta được

f (r1x1 + · · ·+ rnxn) = f


p1 lần︷ ︸︸ ︷

x1 + · · ·+ x1+ · · ·+
pn lần︷ ︸︸ ︷

xn + · · ·+ xn

N
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p1 lần︷ ︸︸ ︷
f (x1)+ · · ·+ f (x1)+ · · ·+

pn lần︷ ︸︸ ︷
f (xn)+ · · ·+ f (xn)

N

= r1 f (x1)+ · · ·+ rn f (xn).


